1.

2.

4.

Proposition de corrigé : Banque PT — Epreuve A — 2025

(a) Pour tout P € R[X), p(P) € R[X].
Soient P,Q € R, A\, u € R,
GNP + 1Q) = (X — )P’ 4 (X
dérivation.

- 1)Q") = Ap(P) + pe(Q), en utilisant deux fois la linéarité de la

 est linéaire. Ainsi, ¢ bien un endomorphisme de R[X].
(b) ¢(1) = 0. Soit n € N*. p(X") = (n(X? = 1) X" 1) = (nX"+ —nX"1Y).
Sin=1, p(X)=2X,sin>1, o(X") = (n+ 1)nX" —n(n - 1)X""2

Ui(X) = (X2 — 1), dont Py(X) = Uj(X) = 2X.
Us(X) = (X2 = 1)2, UL(X) = 2X x 2(X2 — 1) = 4X? — 4X, d'ont Po(X) = 12X2 —

. Soit n € N*. Le degré du produit de deux polyndomes étant la somme de leurs degrés, le degré de U, est 2n, la

dérivation diminuant le degré de 1 si le polynéme est non constant, le polynéme dérivé n® d’un polynéme de
degré k > n est de degré k — n.
Donc P,, est un polynome de degré n. Ces résultats restent vrais pour n = 0.
Finalement, pour tout n € N, deg(U,) = 2n et deg(P,) = n.
On fixe n € N.
(a) U, =2nX(X?—1)""!, donc (X2 - 1)U! = 2nX(X? - 1)" = 2nXU,,.
(b) Si P et @ sont deux polynomes et p un entier naturel, la formule de Leibniz donne :
WY <p> (k) Qw—F)
(PQ) go [ L
(c) Dérivons n + 1 fois I'égalité (E), par la formule de Leibniz, on obtient :

n+1l n+1
Z ("+ 1)(X DOy E-k+2) — 9y, Z (”Jr 1)X(k)U(n+l %)
k

k=0

Or pour k > 2, (X2 = 1)*) = 0 et pour k >1, X® =o.

On en déduit (X2 — DU +2(n+ XU +n(n + DU = 20 XU + 2n(n + DU
Diott (X2 — DU +2XUS = n(n + 1)UM.

Or ¢(P,) = (X2 - DUy = (X2 - HUu™ +2xU”

On en déduit : ¢ (P,) =n(n+1)P,

Dans cette question, on fixe un entier naturel non nul N.

5. ¢ est linéaire et pour tout k € [1, N, deg(p(X*)) = k et p(X°) =0.

Donc, si P € Ry[X], ¢(
@(P) € Ry[X]
Donc Ry[X] est stable par ¢.

P) est combinaison linéaire de polyndome de degré inférieur ou égal a N et

. ¢ est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension n + 1.

My est une matrice carrée d’ordre N + 1.
De plus p(X?)) =0, p(X) = 2X et pour k > 2, o(X*) = (k+ 1)kX* — k(k — 1) X*~2.
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0 0 -2 0 0
0 2 0
: 6
On a donc My = | : 0
—N(N -1)
: S 0
0 -+ v e e 0 N(N+1)

. My est triangulaire supérieure : ses valeurs propres sont ses coefficients diagonaux et ce sont aussi les valeurs

propres de pn.
x5 z(x + 1) est injective sur RT, car strictement croissante, donc injective et les coefficients diagonaux de My
sont deux & deux distincts.

Ainsi, Sp(¢) = {k(k + 1),k € [0, N]}, et toutes les valeurs propres sont de multiplicité 1.
Ainsi, le polynome caractéristique de ¢ est scindé a racines simples. Cet endomorphisme est donc diagonalisable.

. On note Ej le sous-espace propre de ¢y associé¢ a la valeur propre k(k + 1).

k(k + 1) étant valeur propre de multiplicité 1, dim(Ey) = 1.
De plus Py est non nul et P, € Ej, d’aprés la question 4(c). Donc (Py) est une base de Ej.
Les sous-espaces propres de ¢y sont les droites vectorielles engendrées par Py, avec k variant entre 0 et N..

. Soit k € N. P, # 0 et ¢(Py) = k(k + 1) Py, donc k(k + 1) est valeur propre de .

Réciproquement, si A est valeur propre de ¢, il existe P € R[X] tel que ¢(P) = AP. Soit N =deg(P). P €
Ry[X], donc on(P) = AP. Donc A est valeur propre de ¢y, associée & un vecteur propre P de degré N, donc
A= N(N+1). Donc A € {k(k+ 1),k € N}.

Finalement, 'ensemble des valeurs propres de ¢ est {k(k + 1),k € N}

On a bien (-,-) : R[X] = R
Par commutativité du produit de polynémes, pour tout (P, Q) € R[X]?, (Q, P) = (P,Q), donc (-, -) est symétrique
Par linéarité de I'intégrale, pour tout (P,Q, R) € R[X]3, pour tout (\, ) € R?,

op+u.m =2 [ P dt+u/ QU)R()d = AP, R) + (@ F)
-1
Donc (-, ) est linéaire a gauche, symétrique donc bilinéaire.

1
Soit P € R[X]. (P, P) = / P(t)%(t)dt et t — P(t)? est positive, donc, par positivité de lintégrale, (P, P) > 0

-1
et (-,) est positive

Soit P € R[X] tel que (P,P) =0
"1
P(t)2(t)dt = 0 et t — P(t)? est continue et positive, donc, par stricte positivité de l'intégrale, la fonction
—1
t = P(t)? est nulle sur [—1,1].
On en déduit que P admet une infinité de racines, c’est donc le polynome nul et (-, -) est définie.
Finalement, (-,-) définit bien un produit scalaire sur R[X].
(a) Soit (n,m) € N2.
Y
Py), Pn) = -
)P = [ &

On pose u : t + (t2 — 1) P (t)dt et v = Py,. u et v sont de classe C! sur [1,1]. Par intégration par parties

on obtient :
) (42 ! 2 / ’ _ ! 2
(o (P), P = [(¢ / REELACLAT / «

m et n jouant des roles symétriques, on a aussi (¢ (Py,), P,) = 7/ (2 = D)PL(t)PL(t)dt = (¢ (P,) , Pn).
-1

((t* = 1) P.(t)) P (t)dt.

~D)P,(t)Pu(t)dt]", — — 1P, (t) P}, (t)dt.

Done, pour tout (n,m) € N2, (¢ (Pa) Pu) = (Pay @ (P))-
Soit (n,m) € N2 n # m. o(P,) =n(n+1)P, et ¢(Py) = m(m+1)Py,.
On en déduit que (¢ (Py,), Pp) = (n(n+1)Py, Pr) =n(n+ 1) (P, Pn)

—
=2
=
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et (¢ (Pn), Pp) = m(m + 1) (P, Pp).

Donc (n(n+ 1) —m(m + 1)) (P, P,) = 0 et pour n # m, n(n+ 1) —m(m + 1) # 0.

Dot (P, Pp) =0

Finalement, (P,, P,,) = 0 pour tout (n,m) € N2 n # m.

Un(X) = (X2 1)" = (X —1)™(X +1)". 1 et —1 sont les racines de U, et ont chacune pour ordre de
multiplicité n.

Soit p € N. On pose P, :« | P, ||? = (=1)P <U7(,,"+p),Un(,n7p)> oup > n.

Montrons par récurrence sur p € N que P, est vraie.

,\ A
= &
= =

Initialisation : Py est vraie par définition de P, et de la norme.

Hypothése de récurrence au rang p. On suppose que P, vraie.

Aurang p+1:sip>n, p+1>net P,y est vraie.
1

Si p < n, par hypothése de récurrence, | P,||? = (—1)”/ U+ () U =P (t)dt.
1

On fait une intégration par parties en posant u = Uf,"ﬂ)) et v = U,(Lnfpfl)

[~1,1]. On obtient :
1
121 = -1y (W o] - [ ueeuer e
- -1

. u et v sont de classe C! sur

Orn—p—1¢€ [0,n—1] et —1 et 1 sont des racines de U, de multiplicité n, donc Ur(L"_”_l)(l) =
v (-1 =o.
1
Ainsi | P,||2 = (—=1)p+! / U U= (1) dt.
-1
Donc P41 est vraie et la récurrence est établie. Pour tout p € N, P, est vraie.

Pour p = n, on obtient : || P[> = (—1)" <U,(,2")7 Un>.

(¢) U, est un polynome unitaire de degré 2n, Uy(,,zn) est donc un polynéme constant. On peut prouver par
récurrence que, pour tout k € N, (X*)%) = k!,
Ainsi, UP™ = (2n)1.

1 1
2 _/_1\n (2n) _(_1\n
(@ P2 = (~1) / U O, ()it = (<1)"Cn)! / (o
i 2271+1(n!)2

Ainsi, || P, = (=1)"(2n)! x (~1) BT

[ 2
D’ou || P,|| = 2™n! .
ot [[ul " 2n+1

Soit n € N. D’aprés la question 11 (b), la famille (Py)ogk<n est une famille orthogonale, de n+ 1 polynémes non
nuls de R, [X], elle est donc libre.
C’est une famille libre de n + 1 polynémes de R,,[X] de dimension n + 1, c’est donc une base orthogonale de

P, Vv2n+1

R,,[X]. Pour tout n € N, on pose Q,, = & = W -

La suite (Qn),,cy est bien solution du probléme introduit au début de cette partie.

. On fait I'hypotheése, car cela semble sous-entendu par I’énoncé, que chaque joueur parie sur une équipe avec la

probabilité 7

Soit k € [1,n]. Par définition de Yy, Yi(Q) = {0, 1} et Y} suit une loi de Bernoulli.

Notons Ay I'événement « le joueur k a parié sur I'équipe A »et A I'événement « ’équipe A gagne ».

P(Yi = 1) = P((AN Ay) U (AN AR)) = P((AN Ay) + P(AN Ay).

Or, par les hypothéses faites dans I'énoncé A et Ay, ainsi que A et Ay sont indépendants et ont chacun pour

probabilité 3

Ainsi P(Y, =1) =
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1
On en déduit P(Y, =0)=1—-P(Y,=1) = 3

1
Dongc, pour tout k € [1,n], Y suit une loi de Bernoulli de parameétre 5

Les données de I’énoncé permettent de supposer que les variables aléatoires (Vi )1<r<n sont indépendantes.

On peut soit admettre que I'on peut travailler sous cette hypothése (c’est ce que le sujet semblait sous-entendre,
mais ce n’est pas clairement dit), soit le justifier

Pour cela, calculons, P(Y; =1,...Y,, =1).

PYi=1,..,Y,=1)=P(ANA:N.NA,NA)+PA NA;N.NA,NA).

1
Tous ces événements étant mutuellement indépendants et de probabilité bR on en déduit que

1 1 1
P<Y1:17..,Y":1):W+W:;

—=

P(Y, =1).
k=1
On pourrait de méme montrer que pour tout d; € {0,1}

P(Mrey (Yo =0k) = H P(Y), = ).
k=1

Les variables aléatoires (Yj)1<k<n sont bien indépendantes.

N est donc la somme de n variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi de Bernoulli de parameétre

1 1
3 N suit donc une loi binomiale de paramétres n et 5

Ainsi, N(Q2) = [0,n] et pour tout ¢ € [1,n], P(N =1i) = (:‘)%

. S’il n’y a aucun gagnant, alors S = 0. S’il y a au moins un gagnant, alors S = n.

Ainsi S(Q2) = {0, n}.
1

P(S:O):P(N:O):%nd’ouP(S:n):1—2—n.

E(S)=0P(S=0)+nP(S=n)=n (1 - 2%)

. S= Z X, donc, par linéarité de 'espérance, E(S) = Z E(Xy).
k=1

k=1 o=
Les données de 1’énoncé permettent de faire ’hypothése que les X ont la méme loi et donc la méme espérance.

1 1
On en déduit que pour tout k € [1,n], E(Xy) = —FE(S) =1— o
n

. Si un nouvel ami arrive dans le groupe, la modélisation reste la méme et 'espérance de gain devient

1 1
L oo > 1 g

Les joueurs ont donc intérét a ce qu’il parie avec eux.

On fixe k € [1,n] et on étudie la variable Xj.

5. Xj = 0 si et seulement le joueur £ perd.

Donc P(X =0) = P(Y, =0) = 5

n

6. (a) Silévénement Yy =1 est réalisé, alors N — 1 = Z Y.

i=0,i#k

. X R R R R 1
Les variables aléatoires Y; restent indépendantes et suivent une méme loi de Bernoulli de paramétre 5 donc

1
N — 1 suit une loi binomiale de paramétres n — 1 et 5

n
(b) Soit 7 € [1,n]. Le gain du joueur k est — si et seulement si il gagne et il y a ¢ gagnants.
1

Ainsi, P (X3 =2)=P(Y, =1NN=¢)=P(Yy =1nN-1=i-1).

i

1 1
Donc P (X = %) = P(Yi = )Pye=a(N =1 =i—1) = 5 x (’;jll)ﬁ.
Finalement, pour tout i € [1,n],P (Xp =2) = (*7]) (3)"-
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n n n
n n nfn—-1\1 1 n
7. On en déduit que E(Xj) = E fP(X:f): 7_<_ )7:7 <>
% i —~ i \i—1)2 2 7\

i= i=

1
B(Xy) = Zi (Z (7) - 1) = %(2" 1) =1- QL

i=0
On retrouve bien la valeur de E (X}) calculée dans la partie précédente.

8. Soient k,j € [1,n] avec k # j.
L’événement (X = n) N (X; = n) est impossible, car si Xj, = n, le joueur k est le seul gagnant et X; = 0.
On en déduit P((Xr =n)N(X; =n)) =0.
De plus P(Xy, =n) = %, donc P(Xy =n)P(X; =n) =
Donc P(Xy =n)P(X; =n) # P((X, =n)N(X; =n)).
Les variables X; et X ne sont pas indépendantes

221: 7& 0.

9. (a) Si S =0, la somme rejouée est nulle, donc T'= 0. Ainsi, P(s—)(T =0) =1
Si S =n, on est ramené a la situation du premier pari, T = 0 si et seulement si les n joueurs perdent.

1
On en déduit P(g—p,)(T'=0) = o
(S = 0), (S =n)) forment un systéme complet d’événements, donc par la formule des probabilités totales,

P(T = 0) = P(S = 0)Ps_o(T = 0) + P(S = n)Ps_n(T = 0) = — + = (1,i>_

on ' on 2n
Dou P(T'=0) = (3)" (2~ (3)")
De méme, P(T n) = P(S = 0)Ps—o(T = n) + P(S = n)Ps—n(T = n) et (S = 0) et (I' = n) sont
incompatibles,
Dot P(T =n) = P(S =n) (1 — Ps—,(T =0))
Finalement, P(T =n) = (1 - (%)n)z
B(T) =nP(T =n) =n(1— (1)")?

2
V(T) = B(T?) ~ B(T)2 =n? (1- (1)")* —n2(1- (1)")"

V(T):na(k;j(lf 172%)3:”2(17%)22%(272%).
Cov(S,T) = E(ST) — E(S)E(T).

La seule valeur non nulle que prend ST est n?, obtenue si S =T = n.

—
=3
~

o
~

—
o
=

2
Donc E(ST) = n?P(S =n,T =n) =n?P(T =n) = n? <1 - %)
1\2 1\?
D’ott Cov(S,T) = n? (1 - 27> —n? (1 - 2—") .

2 2
Cov(S,T) = % (1 — %> .

n n
10. T = ZZ’“ donc, par linéarité de 'espérance, E(T) = ZE(Z;C).
k=1 —
Les données de 'énoncé permettent de faire ’hypothése que les Zj ont la méme loi et donc la méme espérance.

1 1)?
On en déduit que pour tout k € [1,n], E(Zy) = —E(T) = <1 - 27)
n

2
1 1
11. (1 - —) <1- o Donc E(Zy) < E(X}). Le joueur k n’a donc pas intérét a parier sur ce deuxiéme match.

on

12. (a) Au cours de ce deuxiéme jeu, on peut avoir entre 0 et n joueurs, qui misent chacun un euro et U est la
somme de leurs mises.
On en déduit que le support de U est [0, n].

(b) Soit (i,7) € N(Q) x U(Q),j # 0,7 # 0.
Si I’événement N = i est réalisé, alors la somme des gains des joueurs est soit 0, soit 4.
Donc, puisque j # 0, si j # i, P(y—y(U = j) = 0.

L . 1
Sii=j, Pn=(U=j)=1-Pn=p(U=0)=1-

2i
(¢) (N= i))0<7<n forme un systéme complet d’événements, donc

ZPNZ = 0)P(N =)

1
Or N suit une loi binomiale de paramétres n et 5

= 1 11 nN"  /3\"
DOIlCP(U:O):Zﬁ(?)EZE(1+§) :<Z>
i=0

Soit j € [1.n]. PU =) = 3 Pes@ = )PV =) = PV = )Py =) = (1) 3 (1= )

=0 i)
E() 7211)13((] — i) 7ii<")i (1 - l)
i T i)2n 2i
i=0 i=0
"

Pour tout réel =(l+42)" = i

our tout réel z, on pose f(z) = (1 + ) §<Z>L
f est dérivable sur R et, pour tout réel z, f'(z) = n(l+ z) z( )

i=1

On en déduit que Z < >z =nz(l+a2)"" L

i=0
L 1 1 3 n—1 n n 3 n
Ainsi, B(U) = gon2" = gon (2) =373 <4> '

n
13. U = Z Wi, donc, par linéarité de 'espérance, E(U) = Z E(Wy).
k=1 —
Les données de I’énoncé permettent de faire ’hypothése que les W ont la méme loi et donc la méme espérance.

On en déduit que pour tout k € [1,n], E(Wy) = lE(U) = % - % (g)
n

1 1
14. L’espérance de gain pour une mise de 1 étant strictement inférieure a 5 et la probabilité de gagner étant 5 le

joueur k n’a pas intérét a parier sur ce deuxiéme match.
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