Lycée Jules Ferry 2025 — 2026 6. On obtient, par récurrence immédiate, pour tout n € N,

PT/PT* Mathématiques — corrigé an =\ [an_1— A 2 _fao—=2A z
antx N\ana+r) 7 \ag+ar
PI‘OpOSition de COI‘I‘igé du DM3 ce qui donne, comme \ # 0,
anp — A anp — A

Exercice 1
. On a, pour tout n € N,

e p G +bn  2apby_ (an+ bn)? —danb, a2 + b2 —2a,b,  (an —by)?
R an+bn  2(an +by) T 20 +by) 2(an +by)

(an—1 — bn-1)?

>0 et agp = by donc,
2(an—1 4 by—1) 0=

. On obtient donc, avec la question précédente, pour tout n € N*, a,, —b,, =

pour tout n € N, a,, > b, |.

. On a, pour tout n € N, comme a,, > b,,

b, —an 2a,by, 2a,b, — bp(an +b,)  bplan —by)
bl — U = KO et bpyg — by = by = - >0
1 2 o I tn + by an + by an + bn

donc ‘ (an)nen est décroissante et (by,)nen croissante ‘

. La suite (an)nen est décroissante et minorée (par 0) donc, par le théoréme de la limite monotone, elle est
convergente. La suite (b,)nen est croissante et, pour tout n € N (décroissance de (ay)nen), ao = an = by
done (by)nen est majorée par ag : la suite (by)nen est convergente par le théoréme de la limite monotone.
Notons A et A les limites respectives de (an)nen et (by)nen-
On a, comme (@,+1)nen est une suite extraite de (ay,)nen,

Ap+1 njao

puis, en passant a la limite dans 1’égalité, pour tout n € N,

ap + by
an+1 = T’
on obtient
A7A+X
=5

puis A = X. De plus, on a, pour tout n € N,

by + a, 2a,by,

——— = apby,
2 ap+b, @

an+1bn+1 =
donc la suite (anby)nen est constante : pour tout n € N,
apb, = apgby = ab
ce qui donne, en passant & la limite, A?> = ab puis, par positivité de A, m

. Avec la question précédente, on obtient, pour tout n € N, b,, = 2—2 donc

AQ
Cntby Gt i a2+ N
Any1 = = =

2 2 2an
ce qui donne, pour tout n € N,
" I,A:a%+)‘2,)\:a%_2)‘a'L+)‘2:(a”_’\)z
" 2an 2an 2an
De la méme maniere, pour tout n € N,
" 1+)\:a%+)\2+)\:a%+2)\an+)\2:(a,n+/\)2
s 2a,, 2a,, 2a,
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anp + A n~>~+oc 2X

PN
an—A ~ 2A(2 .
n——+o0 ap+ A

et enfin

Exercice 2

1. Comme la fonction exponentielle est continue sur R et vaut 1 uniquement en 0, la fonction f est continue sur R*.

De plus (limite d’un taux d’accroissement), f tend vers 1 en 0.

‘ La fonction f est prolongeable en une fonction continue sur R ‘ qu’on notera a nouveau f.

. Comme la fonction exponentielle est dérivable sur R et vaut 1 uniquement en 0, la fonction f est dérivable

sur R*. On effectue un développement limité de f en 0. On a :

) = - =1 o)
r zinx_,_%_;,_o(gﬂ).niolJr%Jro(m) 20 g "o
Ainsi, f admet un développement limité a ordre 1 en 0 donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 7%.

‘ Ainsi, f est dérivable sur R ‘ et, pour tout € R* :

7 _ (173’5)6171 _ g(*)
f'@) = @ —1)2  (ev —1)2

o g:x~ (1—-2z)e” —1 dont la dérivée g’ : x — —xe” est strictement négative sur R%. g est strictement
décroissante sur RT et g(0) = 0. Donc g est strictement négative sur RY et fy est strictement décroissante.
On a f(0) =1 et, par croissance comparée,
x
f(x) — — 0.

z—+oo T z—+o00

La fonction f est strictement décroissante sur Ry donc, pour tout z € Ry,

1= £(0) > f(z) > 0.

En conclusion f et minorée par 0 et majorée par 1 sur R*. ‘

3. Soit n € N*. La fonction z + f(z)e™ ™ est continue sur R et positive. De plus, avec la question précédente,

pour tout x € Ry :
0 g f(‘,l/,)efﬂl‘ < e—nm'
+oo
Or, en tant qu’intégrale de référence, / e " dx est convergente. Ainsi, par théoréme de comparaison pour

0
les intégrales généralisées, K, converge. De plus, par croissance de I'intégrale, on a :

+oo 1
ogKng/ e "dr =~ |
0 n

. Soit n € N*. Soit z € R*. On a, avec la formule de la somme géométrique (puisque e™® # 0) :

T -nz _q Te—nT 1—e % T

n
- _z€
fla)e ™™ + Z zeTh = e fxe? = +x = = f(x)
k=1

et —1 e —1  er—1 et —1 et —1

et, lorsque z = 0, f(z) =1 = f(z)exp(—n x 0) + 0 donc, pour tout z € R :

flx) = f(z)e ™™ + Zme”“ .
k=1

2/4



1
5. Soit n € N*. Pour tout entier k£ € N*, on a, lorsque y € R4, en intégrant par parties, u:z — z et v:x — 7;6‘)”

étant de classe C* sur Rt :

Y q Y Y
ok gy = [T o—ka]? l —kz y,. _ _ Y —ky l —kz 4.
/u ze daL—[ ke ] u+k/0 e "dr = ke +k A e "da.

=l

400 +00
Or, 7%6_)“/ tend vers 0 lorsque y tend vers 400 et / e ""dx, donc / ze ** dg est convergente et on a :
0 0

+o00 1 +oo 1
/ re kT dr = 7/ e kT dy = -
o k Jo k

Par linéarité, f est intégrable sur [0, +oo[ et on a :

+o0 “+00 e noq n
/O f(z)dzf/o flz)e dz+;ﬁ7Kﬂ,+;ﬁ.

Or, par théoréme d’encadrement, (K, converge vers 0 ce qui donne, par somme :
) ) n)neN 5

+o0 e
de =Y —|
[ =X
k=1
Probléme
Partie I : Un exemple
1. En calculant, on a :
(1 -1 1
M‘S:—E 1 -1 -1|=-M
-2 2 0

2. La deux premiéres colonnes de g sont opposées et les deux derniéres ne sont pas colinéaires donc| g est de rang 2|.

Avec le théoréme du rang, on obtient le fait que son noyau est de dimension 1. Soit (z,y,2) € R?. On a les

équivalences :
r—y+z = 0 —y o= 0
(z,y,2) EKerge= 1 z—y—2 = 0 (:){Z 4 - 0
—2x+2y = 0 z

ce qui fournit un systéme d’équation linéaires pour Ker g et

‘Kcrg = Vect ((1,1,0)) ‘

3. Comme M?® + M est nulle, g° + g est Papplication nulle. Ainsi, si u € V = Ker(g? + idgs), on a

(9° +idpa) (9(w)) = (9° + 9) (1) = Oga

donc g(u) € Ker(g? + idgs). Ainsi, | V est stable par g|.

4. On a
1 1 11
]\12+13:§ 111
00 0
Soit (z,y,2) € R3. On a les équivalences :
c+y+z = 0
(z,y,2) EV <= z2+y+2z = 0 <= z+y+2z2=0
0=
3/4

Ainsi, V est de dimension 2 (c’est un plan) et, par exemple, le vecteur

‘u = (1,—1,0) est un vecteur de Ker(g? +idgs) =V ‘ On a g(u) = (1,1,-2). Ainsi ¥ = (u, g(u)) est (vecteurs

non colinéaires) une famille libre de V' qui est de dimension 2 : | c’est une base de V|

5. On a g*(u) = —u donc la matrice de § dans la base ¥ est :

~ (0 -1
w0 )

6. On pose B = ((1, 1,0),u,g(u)). On peut montrer que 4 est libre donc c’est une base de R3. On pose P la
matrice de passage de la base canonique de R® & %. On a :

1 1 1
P=(1 -1 1
0 0 =2

00 0
P'MP=[0 0 -1
01 0
Partie Il : Cas général
7. On a det(A®%) = det(A)® et, comme A est de taille 3, det(—A) = —det(A) donc, en utilisant 1’égalité précé-

dente, det(A)3 + det(A) = 0 ce qui s’écrit (det(A)? + 1) det(A) = 0 puis |det(4) = 0|
8. Supposons que A est diagonale. Soient A\;, A2, A3 ses coefficients diagonaux.
A3+ A =0, donc Vi € [1,3],\;(A? + 1) = 0, donc A; = 0 et A est nulle.

‘ Si A est diagonale alors A est nulle. ‘

Dans la suite, on suppose que A est non nulle.
9. Soit u € Ker(f) NKer(f? + idgs). On a f(u) = Og, donc f2(u) = Og,. Or f*(u) = —u. Ainsi u = Og,. On a
obtenu Ker(f) NKer(f? + idgs) = {Ogs}.
Soit v € R3. On pose v; = v + f2(v) et v = —f2(v). On a v = vy + vy et f(v1) = f(v) + f2(v) = Ops
et (f2+idgs)(v2) = (f3+ f)(— f(v)) = Ogs car A®+ A est la matrice nulle. Ainsi, R® = Ker(f) +Ker(f?+idgs).
En conclusion :

[R® = Ker(f) @ Ker(f* + idg) |

10. Si Ker(f? + idgs) = {Ogs} alors Ker f = R? puis f serait nulle ce qui est faux car A est non nulle.
Ainsi [Ker(f + idgs) # {Ops } |

11. Soit € Ker(f? + idgs) un vecteur non nul. On considére \, u € R tel que Az + puf(z) = Ogs. En composant
par f, par linéarité, on a : Af(x) — pa = Ogs. Ainsi, avec ces deux équations : (A\? + p?)2 = Ogs donc, comme

n’est pas nul A = p = 0. ‘ La famille (z, f(z)) est libre. ‘

12. Compte-tenu des question précédentes, on a dim Ker(f? + idgs) > 2, dimKer f > 1 et
dim Ker(f2 + idgs) + dim Ker f =3

donc dim Ker(f? + idps) = 2 et dim Ker f = 1. En posant 2’ un vecteur de Ker f non nul, (z') est une base de
Ker f puis, (z’, z, f(z)) est une base de R3. Dans cette base la matrice de f est

00 0
B=10 0 -1
01 0

Ceci signifie exactement que | A est semblable & B |.

— Fin du corrigé —
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